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Résumé

Le but du notre travail est de généraliser pour une structure floue minimale le concept de fonction contre-
continue introduit dans la Topologie générale par Takashi Noiri et Valeriu Popa. Les plus importants
résultats sont les théorémes de caractérisation et les liaisons entres les différentes formes de contre-
continuité et de faible continuité.
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Introduction

Soient X un ensemble arbitraire non vide et ’intervalle J= [0,1] € R. Un ensemble flou en X

est une application 2: X — [0,1]. On va noter par F(X) la classe des ensembles flous dans X.

L’ensemble X, nommé 1’espace X, sera identifié a la fonction constante 1 et I’ensemble vide @

a la fonction constante 0. Soient I un ensemble indexé et {A;};c;une famille d'ensembles flous en

X. La réunion et l'intersection de cette famille, notées par U/ll. , respectivement ﬂ/{, , on les
iel iel

définissent dans le mode suivant :

(Uier 1)) = SUp{Ai(0)} (Mx € X et (Nig; 4) () = nf 40} (Vx € X.

iel iel

Evidemment, les définitions sont aussi valables pour le cas fini /= {1,2,... ,n}, mai les notations
sont U/li , respectivement ﬂ/ii et sup= max, inf= min.

iel iel
L'inclusion, notée par 4; <A, ou A, < A, on la définit par 4, (x) < A,(x) et I'égalité, notée
par A, = A,, on la définit par A; (x) = A,(x), (V)x € X. Evidemment 1; = A, et seulement si
A1 < A, et 1, < 4. La complémentaire de A € F(X), notée par A°, on la définit par A1 =1 —
LA =0Q-Dx)=1-Ax),(V)xeX.

Soient X et ¥ deux ensembles arbitraires non vides, une application f: X > Yet 1 € F(X),u €
F(Y).

L'image de A est I'ensemble flou f(1) € F(Y) donné par:
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- jflﬁ)m),siﬂy) #0.p€Y.onf ={xl (1) =3}

0, au cas contraire

L'image inverse ou réciproque de u est I'ensemble flou f~1(u) € F(X) donné par f~1(u)(x) =
,u( f (x)), (V)x € X, clest-a-dire f~1(u) =pof, au sens de la composition ordinaire des
fonctions [5]. Les propriétés de f et f~1 sont données dans le travail [0]. Un point flou x, en X
est un ensemble flou en X qui posséde la valeur a dans le point X € X (0< &< 1) et 0 dans tous
les autres points de I'espace X ; on dit que x, a le support X (noté par supp x, = x) et la valeur
x [7].

On peut écrire:

(X y=x
xo((y) - {O’y * X
Un ensemble flou est la réunion de tous ses points flous.

On dit que le point flou x, appartient a l'ensemble flou A € F(x)si a < A(x), (¥)x € X, et nous
noterons par x, € A.

A lieu la relation x, € U A, s'il existe ipe I tel que x, e ﬂ .
1

iel o

Si x est un point flou en X et f: X - Y, alors f(x,) est un point flou en Y; si supp x, = x

alors supp(f (xa)) =f(x).

Si yg est un point flou en Y, alors f '1(y[;) est un point flou en X; si yz € f(x) et f est une
injection. Dans ce cas, si supp yg =y, alors supp (f_l(yﬁ)) = f_l(yﬁ)[lO]. On dit que le
point flou x, est quasi- coincident (q-coincident) a 'ensemble A si @ + A(x) > 1;x € X eton va

noter par x,qA; au cas contraire on va noter par x, g 4.

Les ensembles A, u € F(x) sont quasi-coincidents (g-coincidents) s'il y a x € X tel que
A(x) + u(x) > 1 et on va noter par Aqu.

Au cas contraire on va noter par A é U . Si A etpu sont g-coincidents en X, alors A(x) #

0,u(x) #0 et donc (AN u)(x) # 0[7]. Une topologie floue sur X (au sens Chang) est une
famille 7 < F(X) qui satisfait aux conditions suivantes:

(Ty)si 6, € T,i€{1,2,...,n} alors ﬂé‘l eT;
i=1

(T3)si 6, € T,ielalors U5i eT.

iel

Le couple (X, 7 ) est par la définition un espace topologique flou (au sens Chang) ou, en abrégé
e.t.f. On appelle ensemble flou 7 -fermé la complémentaire d'ensemble 7 -ouvert [5].

On définit I'intérieur et la fermeture de A € F(X) respectivement par :
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mtA=A=|] {5|6<A,8eri=suwp{S|5<A,5et et

Cli=4=() {olo 24, 0¢ct)=inf{o|0 2 A,0%€ T} [5].

L'ensemble A €F(X) est nommé F-régulier formé (respectivement F-régulier ouvert) si A =A4

(respectivement A=A ) [2].

Un point flou x, en X est nommé un point O - adhérent (respectivement & - adhérent) de A €

F(X) si 1) A+#0 (resp. ;1 (1 A # 0) pour quel que soit £ avec x,€ 4 . L'ensemble de
tous le points O - adhérents (resp. & - adhérents) de A on l'appelle F O - fermeture
(resp. F O - fermeture) et 1'on note par F Cls (A) (resp. F Clg(A)). L'ensemble A est nommé F
O - fermé (resp. F 0 - fermé) si A=F Cls(A) (resp. A=TF Cly( A)).

La complémentaire d'un ensemble F O - fermé (resp. F @ - fermé) est nommé un ensemble F O -
ouvert (resp. F @ - ouvert). La réunion de tous les ensembles F O - ouvert (resp. F @ - ouvert) qui
sont inclus dans 1'ensemble A on l'appelle F O - intérieur (resp. F @ - intérieur) et I'on note par F

Ints( A) (resp. F Inty( A)).
Définition 1. Soit (X ,7) une.t.f et 4 €F(X).

L'ensemble A est nommé F demi- ouvert (resp. F préouvert, F & - ouvert, F 3 - ouvert ou F

demi- préouvert) si A< 4 (resp. A< a, A< 2, A< 2 ).

Définition 2. La complémentaire d'un ensemble F demi- ouvert (resp. F préouvert, F & - ouvert,
F - ouvert ou F demi- préouvert) est nommé un ensemble F demi- fermé (resp. F-préfermé, F
a - fermé , F f - fermé ou F demi- préfermé).

Définition 3. L'intersection de tous les ensembles F demi- fermés (resp. F-préfermés, F o -
fermés , F /3 - fermés) de l'espace X qui contient l'ensemble A € F(X) on l'appelle la F demi-
fermeture (resp. la F préfermeture, la F & - fermeture ,la F £ - fermeture) et on va noter par F d-

AouFd-Cl A (resp.Fp-4 ouFp-Cl A,Fa - JouFa-Cl Z,Fﬂ—;iouFﬂ—Clﬂ.).
Définition 4. La réunion de tous les ensemble F demi- ouverts (resp. F préouverts, F o -
ouverts, F 8- ouverts) qui sont inclus dans l'ensembles A € F(X) on l'appelle le F demi-

intérieur (resp. le F préinterieur, le F & - intérieur, le F 3 - intérieur) de A et I'on note par F d-

A ouFd-Int A (resp. Fp-A ouFp-Int A,Fa@-A ouFa-Int A,FB- A1 ouFB-Intd).
Nous introduirons ici la suivanté.

Définition 5. Soient les espaces topologiques flous (X, 7 ) et (Y, t) et la function

f:(X,7)—(Y,1t). Lafunction f estnommé F contre- continue (resp. F contre- super-
continue, F contre- semi- continue, F contre- précontinue, F contre «- continue, F
contre f- continue) si f Tu) est F fermé (resp. Fo - fermé, F demi- fermé, F
préfermé, F o - fermé, F - fermé) pour quel que soit z F t- fermé.



20 Mihai Brescan

Structures Floues Minimaux

Les Professeurs Valeriu Popa (Université de Bacau- Roumanie) et Takashi Noiri (Yatsushiro
College of Tehnology, Kumamoto- Japonie) ont developpé une trés intéressante théorie unifiée
aux principaux formes de continuité, basée sur le concept de m- structure (ou structure
minimale).

Dans le travail [3] nous avons défini le concept de F,- structure (ou structure floue minimale)
par la définition suivante :

Définition 6. Soit F(X) la classe des sous- ensembles flous en X. Une sous - famille F),, <
F(x) I'on appelle une structure floue minimale (en abrége une F), - structure) si0€ F,, ,1€F,

. Le couple (X,F,,) est par la définition un espace flou minimal ou F,,- espace. Si A € F(X) alors
A T'on appelle F,,- ouvert si A € F., , mais si Ace F,,  alors A T'on appelle F,,- fermé.

Remarque 1. Cette définition garde seulement la premiére condition de la définition d'une
topologie floue au sens Chang. Maintenant nous remémeront quelques définitions et quelques
lemmes et théorémes de notre travail [3].

Définition 7. Soient X# O, me une F,- structure sur X et A €F (X) . On définissent la F,,-

fermeture, respectivement le F,,- intérieur de A dans le mode suivant :

1) Fn - A=() { 0lA<0, 0°€Fn_}=inf{ 0| A<0, 0°€Fn_};

2) Fu - A=|J {5 5<A,6 €Fn_l=sup{ 5| 5<A, 5 eFn .

On peut noter par Fy, - Cl A, respectivement F,, -Int 4.

Lemme 1. Soient X# ®,F, une Fy- structure sur X et A, 1 € F(X). Alors sont vraiments les

affirmations suivantes :
1) me'j,cz (me‘ A )Csme'ﬂvC: (me‘ i)c;
2) siA€ €Fnm  alors Fy —/_1= A et

si A €F, alorsF, -4= A

o

3) Fm -0=0,Fpy -1=1,Fy -1=1;

4) si A< u alors Fp, -},SFmX-,L_z,FmX-ASFmX-;J ;

X

5) A<Fm -A,Fn -A< 1

6) Fon -(Fu - A )=Fp_-Int(Fp -2).
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Lemme 2. Soient (X, F), . ) un F,;- espace, 4 € F(X) et x, un point flou en X . Alors x, € F,, LT

j, si et seulement si & g A pour quel que soit i € F,, LaAveC X, € U

Définition 8. On dit que la F;, a la propriété (B) si (0 i)iei CFn . implique U 0;e Fo .
iel

Remarque 2 . Cette définition corresponde au condition (T3) de définition d'une topologie
floue (au sens Chang).

Définition 9. Une structure floue minimale avec la propriété (B) on l'appelle encore une
supratopologie floue sur X et dans ce cas le couple (X, F), ) est par la définition un espace flou

supratopologique. Les ¢léments de £, ~ sont nommes ici ensembles flous supraouverts et leurs

complémentaires sont nommes ensembles flous suprafermés [6].

Théoréme 1. Pour une structure minimale me sur X# @, les affirmations suivantes sont

équivalentes :

1) F, _alapropriété (B);
2) siF, -A= A alors A €Fn ;

3) siF, —/_1= Y7, alors,uceme )

X

Lemme 3. Soient X# @, F,, une supertopologie floue sur X et x4 € F(X). Alors:

1) Ae F, _sietseulementsi F,, -A= A;
2) A est F, - fermé si seulement si me-;1=ﬁ;
3) Fou - Ae Fo etme-i est Fiy - fermé .

Définition 10. Soient X# @ avec la structure minimale £, et (Y, t) un e.t.f. La fonction f:
(X.F, ) — (¥, 1) on appelle F),- continue (floue) si pour tout point flou x, en X et pour tout
ensemble V t- ouvertavec f (x,)q V il existe O €F, avecx,q & telque f(O)<V.

La théoréme suivant représente un théoréme de caractérisation pour les fonctions F,,- continues
(floues) .

Théoréme 2. Soient X# @ avec la structure minimale me , (Y,t) un e.t.f. et la fonction f

(X.Fm ) — (Y, t). Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) festF,- continue (floue);
2) fUV)=F, -Int f(V),(V)Vet;

4) Fp - f()< £ (1), (Ve F(Y);

5) S (Fu -A)< f(2),(¥) A€ FX);
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6) £ (IS Fy ~Int 7 (p0), (%) pt € F(Y).

Les démonstrations de lemmes et de théorémes ennoncés sont données en [3].

Contre- Continuite dans une Structure Floue Minimale

Comme une généralisation de la Def. 3.5 et 3.6. [8] nous introduirons ici les définitions
suivantes:

Définition 11. Soient l'espace X# @ avec la structure floue minimale £, , un e.t.f (Y,t) et la
fonction f:(X, F ) — (Y.0).

La fonction f on appelle contre F,- continue si f'(V)=F,, .- J(v) pour tout ensemble V' t-
ouvert.
On dit aussi que la fonction f* est contre F,- continue dans le point flou x, en X si pour
tout ensemble p t- fermé avec f(Xq) g 4, il existe 0 € F,, avecx, g 8 tel que f (O
< U
Définition 12. Soient (X, 7 ) un espace topologique flou et A € F(X) . L'ensemble noté par Ker(

A), donné par Ker(A)=N {0 € 7| O < A } est nommé un A- ensemble ou le noyau de A
(Ker= Kernel (anglais)).

Lemme 4. Soient A, 1 eF(X) ou (X, 7)) estun e.t.f. Alors :

1) x,€ Ker( A4 ) si et seulement si 4 ¢ o pour tout ensemble 7 - fermé avec x, € T;

1) si A€ 7,alors A=Ker(4);

2) si A< p,alors Ker(A)<Ker(u).

La démonstration est facile. Nous donnerons ici la suivant théoréme de caractérisation :
Théoréme 3. Soient l'espace flou minimal (X, F), ), I'espace topologique flou (Y, t) et la
fonction S X Fy )= (Y, 0.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) f estcontre F,- continue;
2) fNo)=F, -(f (o)) pour tout ensemble o t- fermé;

X

3) pour tout point flou x, en X, f est contre Fy,- continue dans le point x,;

4) f(Fn -2 )<Ker(f (), (V)2 € F(XY);

5) Fu - f(1)< [ Ker(u)), (V) 4 €F(Y).
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Démonstration.

(1)=> (2). Soito" un ensemble t- fermé, donc O ° est t- ouvert. Parce que f est contre F -
continue, alors f (0 %)= F, - f(o°) etapreés le Lemme 1, nous avons (f (o) = (Fon -
Int( £ (o)) etdonc f(O)=F, -Int( f(0)).

(2)=> (3). Soient x, un point flou en X et ¢ un ensemble t- fermé avec f (x,) ¢ O . Il en résulte
que x, ¢ f7'(0) et apres (2) X € F, - Int £ (o). Alors il existe SEF, avecx, g o0 tel

que x4, ¢ O< f'l(O'). Donc x,€ 0 et f(O0)< O, ce qui montre que f est contre F,,-
contrinue dans le point x,,.

(3)=> (4). Soient A € F(X), x, €Fy, -j, et 0 un ensemble t- fermé avec f (x,) ¢ O . Alors,
apres (3) il existe 0 €F, avecx, ¢ O telque f (O )< O .D'ici, x,€ 0 < f (7). Parce que

xaeme—/_i,aprés le Lemme 2 0 g A, donc 0# O N A etdonc 0# f (O N A)X f(O)N
f(A)< o f(A)etapresle Lemme 4 (1) on a bien f (x,)€Ker( f(A)) et donc f (Fux-

I<Ker( f(A)).

-
(4)=> (5). Soit 4 € F(Y). Alors, aprés (4) et le Lemme 4, on a bien f (Fn - f(#)<Ker(f(

-1
Sl (s Ker(u)etdone Fy - f(#) < f 7 (Ker(u)).

(5)=> (1). Soit vV un ensemble t- ouvert ; alors, aprés (5) et le Lemme 4 (2) on a bien Fy -

Puis, apres le Lemme 1, 7, - f(v)=f"(V), ce qui montre que f est contre F,- continue.

Corollaire 1. Soient (X,F,, ) un espace flou supratopologique, (Y, t) un espace flou
topologique et la fonction f: (X, Fy )— (Y, t). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1) f estcontre F,,-continue;

2) f'l(O')eme , pour tout ensemble o t- fermé;

3) fl(u)estF, -ferméen (X, Fy ), (V)L € t.

Remarque 3. Soient (X, 7)) et (Y, t) deux espaces topologiques flous. Si F, = 7 (resp. les
ensembles de tous ensembles F demi- ouverts, F preouverts, F' & - ouverts, F' [ - ouverts) en X,
alors une fonction f: (X, F, ) — (Y, 1), F,- contre continue est F contre- continue (resp.F
contre- demi- coninue, F contre- précontinue, F contre ¢ - continue, F contre [ - contre).

Remarque 4. Le Corollaire 1 représent aussi un théoréme de caractérisation pour une fonction
contre F ;- continue. Autres notions importantes sont données par suivante.
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Définition 13. Soient les espaces topologiques flous (X, 7) et (Y,t) et la fonction f : (X, Fu |
)— (Y, t). La fontion f est nommée F faiblement continue (resp. F faiblement quasicontinue ou

F faiblement demi- continue; presque faiblement continue ou F quasiprécontinue; F faiblement
« - continue; F faiblement [ - continue) si pour tout point flou x, en X et pour tout ensemble

V t- ouvert avec f (X,) ¢ V il existe un ensemble O € F(X) 7 - ouvert (resp. F demi- ouvert ,

F préouvert, F & - ouvert, F /3 - ouvert) avec x, ¢ O telque f(0)< V.

Remarque 5. Dans la topologic classique les notions correspondantes ont été étudiées
respectivement par les suivants mathématiciens: N. Levine (1961); V. Popa et C. Stan (1973); S.
P. Arya et M. P. Bhamini (1982); Gh. Costovici (1980); A. Kar et Bhattacharyya (1986); D. S.
Jankovi¢ (1985); R. Paul et P. Bhattacharyya (1995); T. Noiri (1987); V. Popa et T. Noiri
(1994).

Remarque 6. Si dans la Définition 13 on remplace 'espace (X, 7 ) par l'espace minimal (X, Fy,
) on obtient les notions correspondantes pour une structure floue minimale.

Théoréme 4. Soient l'espace flou minimal (X, Fy, ) et I'espace topologique flou (Y, t). Si la

fonction f: (X, Fpy . ) — (Y, t) est contre F,- continue, alors f est faiblement F,,- continue.
Démonstration. Soient un point flou x, en X et l'ensemble V € t avec f(x,) q V .
Evidemment 1_/ est t- fermé et f (Xq) ¢ 1_/ Comme [ est contre F,- continue, il existe O €
Fn avecx, ¢ O telque  f(0)< ;,donc f est faiblement F,,- continue.

Corollaire 2. Si la fonction f: (X,Fm ) = (Y, t) est Fy, contre- continue (resp.F contre- demi-
continue, F contre- précontinue, F contre < - continue, F contre [ - continue) alors f est F

faiblement continue (resp. F faiblement demi- continue, F presque faiblement continue, F
faiblement & - continue, F faiblement /- continue).

Définition 14. Soient les espaces topologiques flous (X, 7)) et (Y, t). La fonction f: (X, 7)
— (Y, t) est nommeée F presque continue [1] (resp. F presque quasicontinue ou F presque demi-
continue; F presque précontinue; F présque ¢ - continue; F présque /- continue) si pour tout
point flou x, en X et pour tout ensemble V t- ouvert avec f (X,) ¢ V il existe un ensemble O

€ F(X) T -ouvert (resp. F demi- ouvert, F préouvert, F & - ouvert, F /3 - ouvert) avec x, ¢ O

tel que £ (0 )< V.

Remarque 7. Dans la topologic classique les notions correspondantes ont été étudiées
respectivement par les mathématiciens suivants : M. K. Singal et A. R. Singal (1986) (resp. V.
Popa (1978) ou R. S. Malghan et K. S. Ramani Iyengar(1978), B. M. Munshi et D. S. Bassan
(1981), T.Noiri et B. Ahmad (1985), T. Noiri et A. A. Nasef (1997), V. Popa et T. Noiri et M.
Ganster (1997), S. S. Tharkur et P. Paik (1987), A. A. Nasef et T. Noiri (1997)).

Remarque 8. Si dans la Définition 14 on remplace 1'espace (X, 7 ) par I'espace minimal (X, Fy,
) on obtient les notions correspondantes pour une structure floue minimale.

Définition 15. La fonction f: (X,7 )— (Y, t) est nommée F presque ouverte (resp. F presque
préouverte, F presque régulier ouverte ou FM- préouverte, F& -préouverte, F présque /-
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ouverte) si pour tout ensamble O € F(X) 7 - ouvert (resp. F demi- ouvert, F préouvert, F &-

ouvert, F 3 - ouvert), f(0)< 5.

Remarque 9. Dans la topologic classique les notions correspondantes on été étudies
respectivement par les mathématiciens suivantes : D. A. Rose (1984) (resp. V. Popa (1990); M.
E. Abd El- Monsef, R. A. Mahmoud et R. Lashin (1983) ou A. S. Mashhour et T. Noiri (1984);
V. Popa et T. Noiri (2002); T. Noiri et V. Popa (1998)).

Remarque 10. Si dans la Définition 15 on remplace l'espace (X, 7 ) par l'espace minimal (X,
Fy, ) on obtient les notions correspondantes pour une structure floue minimale.

Ici nous considérerons seulement la définition suivante:

Définition 16. La fonction f: (X, Fi )— (Y, t) est nommée presque Fy,- ouverte si f(0)<

0,(V)0 € Fu .
Théoréme 5. Soit f: (X, Fu )— (Y, t) une fonction presque Fy- ouverte et contre Fiy-
continue. Alors f est presque F,,- continue.

Démonstration:  Soient x, un point flou en X et l'ensemble V t- ouvert avec f (x,) q V.
Evidemment v est t- fermé avec f (x,) ¢ V . Parce que f est contre Fy- continue, il existe

OeFy avecx, ¢ O telque f(0)< v (voir Déf. 11).

Parce que f est presque Fy-ouverte, f (0)< f(O0)< v etdonc fest presque Fy- continue.

Corollaire 3. Si la fonction f: (X, 7)— (Y, t) est F contre- continue (resp.F contre- demi-
continue, F contre- précontinue, F contre ¢ - continue, F contre f - continue) et F presque-
ouverte (resp. F’ presque préouverte, FM- préouverte, F'a-préouverte, F presque [ - ouverte)
alors fest F' presque continue (resp. F resque demi- continue, F presque précontinue, F
presque O- continue, F presque £ - continue).

Définition 17. L'espace topologique flou (Y, t) est nommé F presque- régulier si pour tout

ensemble F régulier fermé 4 € F(Y) est pour tout point flou ygen Y avec yp g £ il y a les
ensembles disjoints et ouverts A et 4 telqueys g Aet u<v.

Théoréme 6. Si la fonction f: (X,Fn) — (Y, t) est contre F,- continue et (Y, t) est F’ presque-
régulier, alors f est presque F,- continue.

Démonstration: Soient x, un point flou x, en X et l'ensemble V € t avec f (x,) g V. Parce
que (Y, t) est F presque- régulier, il existe un ensemble F régulier ouvert p en Y tel que f (X,)

° —

q p< p< v.Comme f est conte F,- continue et p est t- fermé, alors il existe Ae F,,,x

avecx, ¢ A telque f(A)< p<v etdonc f estpresque F,- continue.
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Contra-continuitate in structuri fuzzy minimale
Rezumat

Scopul lucrarii noastre este de a generaliza pentru o structurd fuzzy minimald conceptul de functie
contra-continud introdus si studiat in Topologia generald de Takashi Noiri si Valeriu Popa. Cele mai
importante rezultate ale prezentei lucrari sunt teoremele de caracterizare si legaturile stabilite intre
diferitele forme de contra-continuitate §i de slaba continuitate.



